МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РЕСПУБЛИКИ КАЗАХСТАН

ТАРАЗСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ им. М.Х. ДУЛАТИ
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11.8. Hafiaure KpUBH3HY CHAEAYIOUIMX JMHWA B JaHHBIX TOUKax:

a) y=In(x /1), M(0; 0);

6) saannca ;t/a?+y‘/b’= 1, M(a, 0), N(0, b).

11.9. [lokaxcite, 4TO €cit ypabHenie AMHMI 3aAANO B MOASPHOM CHe
cTeme KOOPAHHAT r==r((), TO ee KPHBU3HY MOMHO HafiTH no dopmyne

1P 20 — e
e

11.10. Hafignre panyc KpuBH3NGL AMHHR r==a cos® q.

11.11. Hafianre napa6oay y = ax® 4 bx + ¢, HMEOWYIO ¢ CHIYCOHAOT
y=sinx B Touke (n/2, 1) obmy0 KacaTeibHYI0 M OAMHAKOBYIO KpH-
Busny.

Y120 Hiahuupine YpaBHenHe OKPYKHOCTH KpHBHINM JHHHH §
B Touke (0, 1).

1113, Tlyers r(f)=fi+ % + (°k — ypabueune AsHKenns matepi-
abhoil Touk. OnpeniennTe B MOMeHTH Bpemenn (=0 u (= | kpusnany
TPACKTOPHH ABHMKEHHH.

e’

11.3. Komnnekcusie uwcna. [flescreus
H3J KOMMNEKCHBIMM YMCRAMMU

[Kosn.aexchoun wucaon HasspaeTcs ynopsiiouennas napa (a; b) neficran-
TEABHBIX uHCen.

Ancebpauteckas dopua Kompaexcrozo wucaa (a: b) umeer i
—a+bi (wm z=a-+ib), rae a, b— neficnTenshme uicha,
MHUNGS CQUNUYKA, AR KOTOPOR i +i = i* = — 1. Yneao @ naswipaercs dedcr-
BUTEABHOU 4ACTbIO KOMNAEKCHO20 4ucaa W oGosnauyaeresi Rez, a b —
Mrumol uacroio w oGosnavaerca Im z.

Croxenne, BLIUHTAHHE M YMHOXKEHHE KOMIVIEKCHBIX 4HCEJ1, 3ajau-
HEX B aAreGpantecKoil (popMe, BHNOAHSIOTCA N0 NPABHAAM CAOKEHNS, BLI-
UHTAHHA K YMHOXKEHWS BYWJICHOB BHAA @+ bi ¢ sameHoil Kauawlit pas
# na —1. Jleaente pbinomusercs no dopmyse

2 212y

22

(225 0),

THAC  23= @ — byi — KOMIICKCHOE WUHCAO, COMPAXEHHOE uHCAY 23—
=as + byi.
Teomerpuueckn KommieKcHoe uncao z = a -+ bi H3oGpakaercs TouKoil

M(a, b) na koopuunatioii naockoctn wau paduycos-eexropow OM stoit
Toukn (puc. 11.2).

Tpuconoserpuneckan opsa  Komnaexchozo 4.
wucaa z=a -+ bi nmeer sun 5 M(a,)

2= r(cos g+ i sin ).

e r=|z| =~/ b° — modyab wucsa z; @ — 2o

€ro apeyment (= arg 2) — BeAHINKA yrAa MeXAy [ a x
NONOKHTENbHBIM Hanpabiennem ock OX u pajuycom- Puc 112

s
sekropow OM (cm. pric. 11.2), npwuew ernumna
Y3 CYHTAETCA NOAOKHTENBHOM, €CTH OTCHET BEATCH MPOTHB 4acORO
CTPEAKH, H OTPHUATENBHON, — €A 110 4ACOBOlH CTPEIKe.

Besuitna yraa ¢ onpeiensiercs 3 cHCTeMbl

cos ¢ = a/r;
sin = b/r.}

3uavene 0<@<2n (i —a<g<n) ofosnauaercn argz
U HA3LIBACTCA 2AABHOLN.

Ecnn 20 = ry (cos g1+ sin q1), 22 = r2(cos gz -+ i sin q2), T0
2122 = rira(cos (@1 + @2) + i sin (@1 + G2
2

2

:—: (cos (@1 — ¢2) + i sin (@1 — @2),

T. € NpH YMHOKEHHH KOMIVICKCHHX YHCCN, 3afaHHBX B TPHIOHO-
MeTpHUecKoil (hOpMe, HX MOLY.N MePeMHOKAIOTCH, APTYMEHTH CKAAAMBA-
oTCA, a4 NP JeICHUH MOAYAM JNGASITCH, a APryMEHTH BHIUNTAIOTCS.
TeoMeTpuyeckn ymHOXKeHHE NaHHOTO KOMIICKCHOTO HHC/a Ha JPYroe Ko-
TIEKCHOE WHCTO, OTAMUHOE OT HY.S, 03HAYACT MOBOPOT PAAMYCd-BEKTOP,
4306PaXAIoIero AauHoe HACHO, MPOTHB WACOBOM CTPEIKH HA yrom,
PaBHLIi ApryMeHTY APYrOr0 WHCAA, M YMHOXEHHE STOrO BeKTOpa Ha
MOJlYb AIPYroro yncaa. AHAZOTHYHO Je/ee 03HAYAET MOBOPOT pajmyca-
BEKTOPA JAHHOrO YHCAA MO YACOBOA CTPESKE Ha Yro, paBHbiii aprymeTy
APYTOTO uHMCNA, W JACHHE STOTO BEKTOPA HA MOAYb APYrOro 4HeAa.

Tpn  Bossenenun B crenens wucnoabayercs opmysa Myaspa

(cos ¢ +isin ¢)' = cos np+ i sinnp VaeN.

Bcee swavenns kopusi crenewn n (n € N) H3 KOMIJIEKCHOTO 4ucaa
2% 0 naxoxarca no dpopmyne

z.=wﬁ(cas%m+isinw) (k=07

. (11.17)
= ) (1L17)
Tlokasarenbas OPMA KOMIIEKCHOTO WHCAa 2 WMeeT pHa 2= re',
rae € = cos g+ sin ¢ — gpopuyaa Jirepa.
Ecatn 21 =rie, 2) = rye'®, 10

21z =rirgel W) 2= plginn; (11.18)

e ) (11.19)
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Математика-3
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Адрес: ул. Толе би 60, 2 корпус, аудитория  405, кафедра.
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Цель и задачи дисциплины:

- изучение основных понятий высшей математики и их приложений в различных областях;

- овладение фундаментальными понятиями, законами и теориями классической и современной математики, приемами и методами решения конкретных задач;

- умение использовать изученные математические методы при моделировании задач технического характера;

- развитие математической интуиции;

- воспитание математической культуры;

- формирование научного мировоззрения и логического мышления.
В результате изучения дисциплины студенты должны: 

- уметь строить математические модели; ставить математические задачи; подбирать подходящие математические методы и алгоритмы решения задач; проводить качественные математические исследования на основе проведенного математического анализа выработать практические рекомендации. 

Содержание дисциплины 

	№
	№

недели
	Темы занятий
	Примечание

	Модуль №1   Векторный анализ 

	1
	1
	Лекция №1.  Скалярное поле. Поверхности и линии уровня скалярного поля. Производная по направлению. Градиент скалярного поля, его координатное и инвариантное определение. Векторное поле. Поток векторного поля через поверхность. Физический смысл потока в поле скоростей жидкости. Вычисление потока.
	[ 1] стр. 288-292

	2
	1


	Практическое занятие №1  Нахождение производной по направлению, градиента, потока.
	

	3
	2


	Лекция №2   Дивергенция векторного поля, ее инвариантное определение и физический смысл. Вычисление дивергенции. Формула Остроградского. Соленоидальные (трубчатые) поля. 
	[ 1] стр. 293-297

	4
	2
	Практическое занятие №2  Дивергенция,  теоремы Остроградского.
	

	5
	3
	Лекция №3  Линейный интеграл в векторном поле. Работа силового поля. Циркуляция векторного поля. Теорема Стокса. Ротор поля, его координатное и инвариантное определения. Условия независимости линейного интеграла от формы пути интегрирования.
	[ 1] стр. 298-305

	6
	3
	Практическое занятие №3  Циркуляция, теорема Стокса.
ИРК №1 «Циркуляция и дивергенция векторного поля»
ИДЗ №1 «Дивергенция векторного поля»».
	

	7


	4


	Лекция №4.  Потенциальное поле. Условие потенциальности поля. Вычисление линейного интеграла в потенциальном поле. Оператор Гамильтона. Операции второго порядка в векторном анализе. Оператор Лапласа, его выражение в цилиндрических и сферических координатах.
	[ 1]

 стр. 306-310

	8
	4
	Практическое занятие №4.  Операторы Гамильтона и Лапласа.
ИДЗ №2.  Потенциальное поле. Циркуляция.
	

	
	
	Коллоквиум  по модулю №1
	

	Модуль №2 «Обыкновенные дифференциальные уравнения»

	9
	5
	Лекция №5.    Основные понятия.  Обыкновенные дифференциальные уравнения. Д.У. 1-го порядка с разделяющимися переменными. Однородное дифференциальное уравнение.
	[ 2] стр.

стр. 17 - 30

	10
	5
	Практическое занятие №5.  Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными.  Однородное дифференциальное уравнение.

ТО №1 «Векторный анализ»

ИДЗ № 3 «Решение уравнений с разделяющимися переменными, однородного уравнения»     
	

	11
	6
	Лекция №6 Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Уравнение Бернулли. Уравнение в полных дифференциалах.
	[ 2] стр.

стр. 30 - 38

	12
	6
	Практическое занятие №6 Методы решения: линейное дифференциальное уравнение, уравнение Бернулли, уравнение в полных дифференциалах.
ИРК № 2 « Обыкновенные дифференциальные уравнения»
ИДЗ № 4 «Решение уравнений: линейного дифференциального, Бернулли и уравнения в полных дифференциалах» 
	

	13
	7
	Лекция №7 Дифференциальное уравнение высших порядков: основные понятия. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка
	[ 2] стр.

стр. 55 - 68

	14
	7
	Практическое занятие №7  Решение дифференциальных уравнений высших порядков, допускающих понижение порядка.
	

	15
	8
	Лекция №8Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами.
	[ 2] стр.

стр.  68 -74,

стр. 81-84.

  

	16
	8
	Практическое занятие №8  Решение линейных дифференциальных уравнений 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Метод Лагранжа.

ИРК № 3 «Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка»
ИДЗ № 5 «Решение линейного неоднородного дифференциального уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами»
	

	
	
	
	

	
	
	Модуль №3  «Ряды »
	

	17
	9
	Лекция №9 Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимый признак сходимости ряда. Достаточные признаки сходимости ряда.
	 [ 2] стр.

  245 - 260

	18
	9
	Практическое занятие №9 Решение задач на сходимость ряда: нахождение суммы ряда, применение достаточных признаков сходимости рядов

ИДЗ № 6 «Достаточные признаки сходимости рядов»  
	

	19
	10
	Лекция №10 Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница
	  [ 2] стр.

   260-266

	20
	10
	Практическое занятие №10 Исследование на сходимость знакочередующихся рядов.

МД №1 «Числовые и знакопеременные ряды»
	

	21
	11
	Лекция №11 Функциональные ряды и область сходимости рядов. Степенные ряды и радиус, интервал сходимости степенного ряда.  
	[ 2] стр.

266- 267, 275- 279

	22
	11
	Практическое занятие №11 Решение задач на нахождение области сходимости функционального ряда, радиуса и интервала степенного ряда. 
	

	23
	12
	Лекция №12 Ряды Тейлора и Маклорена Разложение элементарных функций в ряд Тейлора. Применение ряда Тейлора.
	[ 2] стр.

282- 286

	24
	12
	Практическое занятие №12 Разложение элементарных функций в ряд Тейлора
	

	
	
	Коллоквиум  по модулям №2,3 
	

	
	
	Модуль №4  «Элементы теории функций комплексного переменного и операционное исчисление»
	

	25
	13
	Лекция №13   Основные элементарные функции и их свойства. Производная функции комплексного переменного. Условие Коши-Римана. Аналитические функции. Интегрирование по комплексному переменному. Теорема Коши. Решение дифференциальных уравнений.
	 [ 3] стр.

15 -40



	26
	13
	Практическое занятие №13  «Производная функции комплексной переменной»
ИРК № 4 «Производная функции комплексной переменной»
	

	
	
	Модуль №5  «Элементы теории вероятностей»
	

	27
	14
	Лекция №14  Классическое и статическое определения вероятности. Геометрическая вероятность. Определение условной вероятности. Независимость событий. Теорема о полной вероятности. Формулы Байеса. Схема Бернулли. Предельные теоремы Муавра-Лапласа и Пуассона.
	 [4] стр.

  17 – 60

	28
	14
	Практическое занятие №14   Нахождение условной вероятности. Применение формул Байеса, Бернулли, Лапласа.
	

	29
	15
	Лекция №15   Определение случайной величины и ее свойства. Непрерывные и дискретные распределения. Математическое ожидание, дисперсия и другие числовые характеристики случайных величин. Закон больших чисел. Неравенство Чебышева и Маркова.
	[4] стр.

64- 100

	30
	15
	Практическое занятие №15  Математическое ожидание, дисперсия, неравенство Чебышева – практическое применение.
	


Политика выставления оценок

	№
	Компоненты курса
	Количество заданий
	Максимальный балл за 1 задание
	Вес оценки в общей, %

	1. 
	Математический диктант (МД)
	1
	3
	3

	2. 
	Индивидуальная работа по карточкам (ИРК)
	4
	2
	8

	3. 
	Индивидуальное домашнее задание (ИДЗ)
	6
	2
	12

	4. 
	Тестовый опрос (ТО)
	1
	5
	5

	5. 
	Коллоквиум
	2
	6
	12

	6. 
	Самостоятельная работа студентов (СРС)
	2
	5
	10

	7. 
	Активность 
	
	
	10

	8. 
	Итоговый экзамен

  ( тест)
	1
	40
	40


Политика выставления оценок для заочников

	№
	Компоненты курса
	Количество заданий
	Максимальный балл за 1 задание
	Вес оценки в общей, %

	1
	Самостоятельная работа студентов (СРС)
	2
	15
	30

	2
	Активность 
	
	
	10

	3
	Итоговый экзамен (тест)
	1
	40
	60


Описание заданий на СРС

	№
	Наименование темы СРС
	Время выдачи
	Время сдачи
	Условия оформления работ

	1


	СРС-1: РГЗ «Векторный анализ»


	4 неделя


	6 неделя


	Выполнить в тетради для самостоятельной работы, записываются условия задач по порядку, после записи – решение с разъяснениями студента, обязательно надо указать все формулы, определения и основные теоремы которые были использованы при выполнении СРС.

	2


	СРС-2: РГЗ «Дифференциальные уравнения» 
	8 неделя


	10 неделя


	


Список основной и  дополнительной литературы

	№
	Авторы 
	Название учебника, учебного пособия
	Издательство, год издания
	Библиотека
	кол-во экз.

	1
	Шестаков А.А.
	Курс высшей математики: Интегральное исчисление. Дифференциальные уравнения. Векторный анализ.
	М: Высш. шк., 1987
	Корпус 2-2
	10

	2
	Пискунов Н.С.
	Дифференциальное и интегральное исчисление для втузов. Т.2
	М: Наука, 1985
	Корпус 2-2
	10

	3
	Свешников А.Г. Тихонов А.Н. 


	Теория функций комплексной переменной 
	М: Наука, 1974
	Корпус 2-2
	10

	4
	Гмурман В.Е.
	Теория вероятностей и математическая статистика     
	М:2003
	Корпус 2.1
	2

	5
	Бермант А.Ф.,
 Араманович И.Г.
	Краткий курс математического анализа для втузов
	М: Наука, 1971
	Корпус 2-1
	45

	6
	Рябушко А.П.
	Сборник индивидуальных заданий по высшей матем атике
	Минск: Вышейшая школа,2001
	Корпус 4-3, 2-2
	9

	7
	Хасеинов К.А.
	Каноны математики
	2003
	Корпус 2.1
	2

	8
	Гусак А.А.
	Высшая математика. т.1
	2003
	Корпус 2.1
	3

	9
	Данко П.Е.
	Высшая математика в упражнениях и задачах. ч.1
	2003
	Корпус 2.1
	2

	10
	Филипенко В.И.
	Элементы теории поля
	Шахты- 2003
	Корпус 2.1
	2

	11
	Коваленко Л.И.
	Методические указания по математическому анализу для студентов второго курса. Элементы векторного анализа.
	МФТИ, Москва 2001
	Корпус 2.1
	2


Модуль №1   Векторный анализ

Лекция №1.  Скалярное поле. Поверхности и линии уровня скалярного поля. Производная по направлению. Градиент скалярного поля, его координатное и инвариантное определение. Векторное поле. Поток векторного поля через поверхность. Физический смысл потока в поле скоростей жидкости. Вычисление потока.
Векторный анализ - раздел математики, в котором изучаются скалярные и векторные поля и различные операции с ними. Скалярное поле сопоставляет каждой точке (3-мерного) пространства некоторое (действительное) число (
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[image: image3.wmf]{

}

3

2

1

,

,

x

x

x

r

=

 а вектор - своими компонентами 
[image: image4.wmf]{

}

3

2

1

,

,

a

a

a

a

=

, то градиент скалярного поля, дивергенция и ротор векторного поля выражаются формулами: 
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Градиент, дивергенцию и ротор удобно выражать с помощью символического вектора 
[image: image8.wmf]Ñ

 (набла), компонентами которого являются операторы дифференцирования по координатам, 
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Действуя этим символическим вектором на скалярные и векторные поля по правилам векторной алгебры, получим:

[image: image10.wmf](
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Скалярное поле, векторное поле.
     Определение 1: Если в каждой точке M(x,y,z) некоторой области V пространства (или плоскости) определена скалярная функция u = u(M), то говорят, что в области V задано скалярное поле u = u(M) = u(x,y,z).

Примерами скалярных полей являются: поле температуры T внутри тела, поле потенциала 
[image: image11.wmf]j

 электрического заряда, поле плотности тела и т.д.

     Определение 2: Если в каждой точке M(x,y,z) некоторой области V пространства (или плоскости) определен вектор
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то говорят , что в области V  задано векторное поле 
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Примерами векторных полей являются: поле скоростей 
[image: image14.wmf]v

 текущей жидкости, поле электрической напряженности 
[image: image15.wmf]E

, поле магнитной напряженности 
[image: image16.wmf]R

и т.д.
Градиент скалярного поля.

 Важнейшими характеристиками скалярных и векторных полей являются градиент (grad) скалярного поля, дивергенция(div) и ротор(rot) векторного поля.

     Определение 3: Градиентом дифференцируемого скалярного поля 
[image: image17.wmf](
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т.е. сумма частных производных умноженных на соответствующие единичные вектора. 
Поток векторного поля. 
Рассмотрим кусок поверхности 
[image: image19.wmf]S

, заданной уравнением 
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, что означает, что в каждой точке поверхности существует нормаль с направляющим вектором 
[image: image22.wmf]{
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. Выберем одну из сторон поверхности следующим образом: построим на поверхности достаточно малый замкнутый контур, на котором задано направление обхода. Построим вектор нормали в точке поверхности, лежащей внутри контура. Если из конца вектора нормали обход контура кажется происходящим против часовой стрелки, то будем называть сторону поверхности, обращенную к вектору нормали положительной стороной. Таким образом, будем рассматривать ориентированную двухстороннюю поверхность, а односторонние поверхности лист Мебиуса, бутылку Клейна оставим в покое. Потоком векторного поля  
[image: image23.wmf]v

 через ориентированную поверхность называется поверхностный интеграл по площади поверхности (1-го рода) 
[image: image24.wmf](
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 , где - 
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  единичный вектор нормали, направленный в положительную сторону. Выбор положительной стороны обычно диктуется физическими условиями задачи. 

Непосредственное вычисление потока. Поскольку поток векторного поля определен с помощью поверхностного интеграла, вычисление потока сводится к вычислению такого интеграла от функции
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где 
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Q

P

,

,

-компоненты векторного поля, 
[image: image28.wmf]g
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 - направляющие косинусы вектора нормали. 

Лекция №2   Дивергенция векторного поля, ее инвариантное определение и физический смысл. Вычисление дивергенции. Формула Остроградского. Соленоидальные (трубчатые) поля. 

Дивергенция и ротор векторного поля

Определение 4: Дивергенцией (или расходимостью) дифференцируемого векторного поля 
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Определение 5: Ротором (или вихрем) дифференцируемого векторного поля
[image: image31.wmf](
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  называется вектор который с помощью символической записи удобно представить в виде векторного произведения

Операторы grad, div,rot называются основными операторами теории поля.

В качестве примеров использования операторов градиента скалярного поля, дивергенции и ротора векторного поля приведем формулу связи напряженности 
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и потенциала 
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 электростатического поля: 
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 и систему уравнений Максвелла для стационарного электромагнитного поля:

1) 
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4) 
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В математической и особенно физической литературе наряду с введенными операторами широко используется символический векторный дифференциальный оператор набла (оператор Гамильтона). Правила работы с оператором Гамильтона такие же, как и с обычными векторами. Выразим операторы поля через оператор Гамильтона. Вычисляя произведение вектора 
[image: image39.wmf]Ñ

на скалярную функцию 
[image: image40.wmf]u

, скалярное и векторное произведения вектора
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 на вектор 
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, получим формулы
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 Поток векторного поля через замкнутую поверхность. Формула Остроградского. Дивергенция векторного поля 

 Поток векторного поля через замкнутую поверхность. Рассмотрим кусочно-гладкую двухстороннюю замкнутую ориентированную поверхность  
[image: image44.wmf]S

. Поток векторного поля 
[image: image45.wmf]v

  через замкнутую поверхность 
[image: image46.wmf](
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 является важной характеристикой поля и позволяет судить о наличии источников и стоков поля. При непосредственном вычислении потока через замкнутую поверхность приходится разбивать ее на части, однозначно проектируемые на координатные плоскости. 

Формула Остроградского. 
Пусть замкнутая поверхность 
[image: image47.wmf]S

ограничивает некоторый объем  
[image: image48.wmf]V

. Тогда в декартовых координатах справедлива формула Остроградского: 
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- компоненты векторного поля. 

 Дивергенция векторного поля. 
Дивергенцией 
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векторного поля  
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. Точка  
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находится внутри замкнутой поверхности 
[image: image56.wmf]S

, ограничивающей объем   
[image: image57.wmf]V

, который при вычислении предела стягивается в эту точку. 
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является скалярной величиной и служит мерой источников поля. Если в некоторой области поля  
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, то источников поля в этой области нет. Такое поле называют соленоидальным. Используя формулу Остроградского, нетрудно получить выражение для вычисления дивергенции в декартовых координатах: 
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. Из свойств частных производных следуют свойства дивергенции векторного поля: 
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Лекция №3  Линейный интеграл в векторном поле. Работа силового поля. Циркуляция векторного поля. Теорема Стокса. Ротор поля, его координатное и инвариантное определения. Условия независимости линейного интеграла от формы пути интегрирования.

Криволинейный интеграл в векторном поле.  

Пусть заданы некоторое векторное поле 
[image: image62.wmf](
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 и кривая АВ (А - начальная точка, В - конечная). Криволинейный интеграл в векторном поле  
[image: image63.wmf](
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  есть скаляр, полученный следующим образом: 

Разобьем кривую точками А=А0, А1, А2-Аn=В на 
[image: image64.wmf]n

 частей, приближенно изображаемых векторами 
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  (разбиение 
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). 

Обозначим  
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На границе или внутри каждой элементарной дуги Аi-1Ai выберем точку, которой соответствует радиус-вектор  
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 и составим интегральную сумму   
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Если существует   
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  и он не зависит от разбиения  
[image: image71.wmf]Z

и выбора точек, то этот предел называется криволинейным интегралом в векторном поле. В декартовой системе координат: 
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- компоненты векторного поля.

Если кривая задана в параметрической форме:
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то вычисление криволинейного интеграла сводится к определенному интегралу: 
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.  Используя определение и формулу для вычисления нетрудно получить свойства криволинейного интеграла: 
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Подчеркнем, что, в отличие от криволинейного интеграла по длине дуги, криволинейный интеграл в векторном поле меняет знак при изменении направления интегрирования. 

Если  
[image: image77.wmf](
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 векторное поле, описывающее физическое силовое поле, то криволинейный интеграл выражает работу, которую совершает  
[image: image78.wmf]v

 сила при переносе материальной точки из пункта А в пункт В вдоль кривой АВ. 

Циркуляция векторного поля. 
Важной характеристикой векторного поля является циркуляция векторного поля, которая равна криволинейному интегралу по замкнутой кривой в области поля, или, как говорят, по замкнутому контуру: 
[image: image79.wmf]ò
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. Циркуляция векторного поля является скалярной величиной и характеризует вихревые свойства поля. Если в некоторой области поля циркуляция равна нулю, то поле называют безвихревым. 

Формула Стокса. Рассмотрим в пространстве кусок двухсторонней кусочно-гладкой поверхности 
[image: image80.wmf]S

, край которой образуется кусочно-гладкой кривой 
[image: image81.wmf]L

. Выберем положительную сторону поверхности (из конца единичного вектора нормали    
[image: image82.wmf]n

 обход границы представляется против часовой стрелки). Для циркуляции векторного поля   
[image: image83.wmf](

)

z

y

x

v

,

,

  вдоль контура границы имеет место формула Стокса:
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- компоненты векторного поля,  
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- направляющие косинусы вектора нормали. 

Ротор векторного поля. Рассмотрим в пространстве замкнутый контур 
[image: image87.wmf]L

 с выбранным направлением обхода, лежащий в ориентированной плоскости на ее положительной стороне (из конца единичного вектора нормали 
[image: image88.wmf]n

  обход контура представляется против часовой стрелки). Ротором    
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 (или вихрем) векторного поля в точке  
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называется вектор, проекция которого на направление вектора нормали есть 
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 . Точка 
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лежит  на плоскости внутри контура  
[image: image93.wmf]L

, который стягивается в эту точку при вычислении предела. Поскольку ротор поля определяется через циркуляцию, то он тоже является мерой завихренности поля. Найдем компоненты ротора в декартовой системе координат, воспользовавшись формулой Стокса. Для этого выберем сначала координатную плоскость 
[image: image94.wmf]yOz

 с нормальным вектором   
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. Применяя каждый раз теорему о среднем для интеграла, получим:
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Теперь теорема Стокса может быть сформулирована следующим образом: циркуляция векторного поля вдоль контура равна потоку ротора поля через поверхность, натянутую на этот контур. Выражение для ротора поля проще запомнить, если записать его в виде определителя: 
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. Используя свойства частных производных и определителей, получим следующие свойства ротора векторного поля:
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Лекция №4.  Потенциальное поле. Условие потенциальности поля. Вычисление линейного интеграла в потенциальном поле. Оператор Гамильтона. Операции второго порядка в векторном анализе. Оператор Лапласа, его выражение в цилиндрических и сферических координатах.

Потенциальное поле. 
Если векторное поле  
[image: image103.wmf](
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, то оно называется потенциальным, а скалярное поле 
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, соответственно, его потенциалом. Самым известным примером такого соответствия является электрическое поле, напряженность которого 
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- потенциал электрического поля. Минус в формуле связан с историческим выбором направления вектора напряженности от плюса к минусу, когда уже умели тереть шерсть об янтарь, но не знали, как это описывать математически. 

 Условие потенциальности поля.
 Пусть задано скалярное поле  
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, причем данная функция дважды непрерывно дифференцируема. Напомним, что в этом случае смешанные частные производные второго порядка не зависят от порядка дифференцирования. Вычислим 
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Нетрудно видеть, что при этих условиях получается тождественный ноль. То есть, если поле потенциальное, то его  
[image: image109.wmf](
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Вычисление потенциала векторного поля. Если мы убедились, что поле  
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 является потенциальным, то есть его ротор равен нулю, то представляет интерес вычислить потенциал этого поля. Для этого рассмотрим криволинейный интеграл в данном векторном поле: 
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, где точки А и В - начальная и конечная точки кривой. Поскольку  
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, то скалярное произведение векторов  
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  и  
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  является полным дифференциалом функции  
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. Поэтому из свойств криволинейного интеграла следует, что 
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. Смысл полученной формулы состоит в том, что работа поля по перемещению материальной точки из А в В не зависит от пути интегрирования, а только от конечной и начальной точек, точнее, от разности потенциалов в этих точках. Понятие разности потенциалов хорошо известно из физики. Для вычисления потенциала поля в произвольной точке В выберем начальную точку А, от которой начнем отсчет (в физике часто это - бесконечно удаленная точка). Тогда 
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. Поскольку интеграл не зависит от пути интегрирования, то выберем его так, как нам удобно: сначала параллельно оси 
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, потом параллельно 
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, наконец, параллельно 
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. Обозначая 
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Здесь  
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- компоненты векторного поля    
[image: image125.wmf](
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. Поскольку выбор начальной точки произволен, потенциал поля определяется с точностью до произвольной постоянной, которая определяется физическими соображениями. 

Модуль №2 «Обыкновенные дифференциальные уравнения»
Лекция №5. Основные понятия.  Обыкновенные дифференциальные уравнения. Д.У. 1-го порядка с разделяющимися переменными. Однородное дифференциальное уравнение.

Дифференциальным уравнением называется уравнение, связывающее независимую переменную х, функцию у и производные 
[image: image126.wmf])
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 этой функции. 
Наивысший порядок производной, входящей в уравнение, называется порядком дифференциального уравнения. 

Дифференциальным уравнением  I-го порядка называется уравнение вида: 
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x-аргумент, y-неизвестная функция,  
[image: image128.wmf]y
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- производная неизвестной функции.

Решив уравнение (1) относительно 
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, если это возможно, получим
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              Функция 
[image: image131.wmf](
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, где С- произвольная постоянная, называется общим решением дифференциального уравнения в некоторой области 
[image: image132.wmf]D

 на плоскости 
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, если при соответствующем выборе значения 
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 эта функция обращается в любое частное решение, график которого лежит в области 
[image: image135.wmf]D

. Уравнение 
[image: image136.wmf](
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 называется общим интегралом данного дифференциального уравнения в области 
[image: image137.wmf]D

, если при соответствующем выборе значения 
[image: image138.wmf]C

 оно определит любую интегральную кривую, проходящую в области 
[image: image139.wmf]D
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Обычно, когда находят общее решение, довольствуются получением решения или интеграла, зависящего от произвольной постоянной С, не обращая внимания специально на область 
[image: image140.wmf]D

, указанную в определении. Однако надо при этом иметь в виду, что полученное решение не обязательно включает в себя все вообще решения данного уравнения. Некоторые интегральные кривые могут выпасть из рассмотрения в ходе решения. Для их определения требуется специальное исследование.

              Задача Коши  для дифференциального уравнения первого порядка состоит в том, чтобы найти решение, которое при заданном значении аргумента 
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 принимает заданное значение 
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, т.е. удовлетворяет начальному условию 
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. Геометрически задача Коши формулируется следующим образом: среди всех интегральных кривых данного дифференциального уравнения выделить ту, которая проходит через заданную точку 
[image: image144.wmf](
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. Решение задачи Коши называют частным решением дифференциального уравнения.


Теорема существования и единственности решения задачи Коши. Если правая часть 
[image: image145.wmf](
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 дифференциального уравнения 
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 непрерывна в области 
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 и имеет в этой области непрерывную частную производную 
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 этой области проходит и притом только одна интегральная кривая; иными словами, при этих условиях задача Коши имеет единственное решение для любой точки 
[image: image150.wmf](
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Дифференциальное уравнение I-го порядка с разделяющимися переменными имеет вид: 
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Разделив оба члена уравнения (3) на  
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Общим интегралом уравнения (4) будет
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Однородное дифференциальное уравнение


Уравнение вида  P (x,y)dx + Q(x,y)dy=0 называется однородным, если P (x,y) и  Q(x,y) – однородные функции одного измерения. 


Определение. Функция f (x,y)называется однородной измерения m, если     
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Однородное уравнение может быть приведено к виду 
[image: image157.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

¢

x

y

f

y

. С помощью подстановки 
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 однородное уравнение приводится к уравнению с разделяющимися переменными.

      Лекция №6 Линейное дифференциальное уравнение 1-го порядка. Уравнение Бернулли. Уравнение в полных дифференциалах.


Уравнения вида 


[image: image159.wmf])
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где p (x), q (x) – непрерывные функции, называется линейным дифференциальным уравнением.


Определение. Дифференциальные уравнение называется линейным, если неизвестная функция у, и ее производная 
[image: image160.wmf]y
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 входят в уравнение в первой степени.  (1) сводиться  к двум уравнениям с разделяющимися переменными подстановкой 
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Уравнение Бернулли имеет вид:
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Уравнение Бернулли решается так же, как и линейное, подставкой 
[image: image163.wmf]J
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 или вариацией произвольной постоянной.

Дифференциальные уравнения I-го порядка в полных дифференциалах. Дифференциальное уравнение

P (x,y)dx + Q(x,y)dy=0                                    

где 
[image: image164.wmf]x
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, называется уравнением в полных дифференциалах, т.е. левая часть такого уравнения есть полный дифференциал некоторой функции  u (x,y).

Если это уравнение переписать в виде du = 0, то его общее решение u = c.


Если 
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, то при некоторых условиях существует функция 
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 , которая называется интегрирующем множителем.


Интегрирующий множитель легко найти в случаях:

а) когда 
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б) когда 
[image: image169.wmf](

)

y

P

y

P

x

Q

1

F

=

¶

¶

-

¶

¶

, тогда 
[image: image170.wmf](

)

ò

F

=

dx

x

1

ln

m


Лекция №7 Дифференциальное уравнение высших порядков: основные понятия. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка.

 Дифференциальным уравнением 
[image: image171.wmf]n

-го порядка называется уравнение вида
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где 
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- аргумент, 
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- неизвестная функция.


Иногда рассматривается уравнение, разрешенное относительно старшей производной
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Задача Коши для дифференциального уравнения 
[image: image176.wmf]n

-го порядка состоит в том, чтобы найти решение данного уравнения, которое при заданном значении аргумента 
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 принимает заданные значения 
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[image: image179.wmf](

)

(

)

.

....,

,

'

'

,

1

0

1

0

0

0

0

0

-

=

-

=

=

=

=

=

n

x

x

n

x

x

x

x

y

y

y

y

y

y



Геометрически задача Коши формулируется следующим образом: среди всех интегральных кривых данного дифференциального уравнения выделить ту, которая проходит через наперед заданную точку 
[image: image180.wmf](
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Решение задачи Коши называют частным решением уравнения. Функция 
[image: image183.wmf](
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 где 
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- произвольные постоянные, называется общим решением уравнения в некоторой области 
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 эта функция обращается в любое частное решение, график которого лежит в области 
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Уравнение 
[image: image189.wmf](
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называется общим интегралом данного дифференциального уравнения в области 
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 оно определит любую интегральную кривую, проходящую в области 
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1.  Уравнение вида


[image: image193.wmf](
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решается последовательным n-кратным интегрированием правой части. При каждом интегрировании получается одна произвольная постоянная, а в окончательном результате – n произвольных постоянных.

2. Уравнение 
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3. Уравнение 
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Лекция №8 Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами.


Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами.
Рассмотрим линейное однородное дифференциальное уравнение II-го порядка
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где 
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Теорема 1. Если 
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 есть общее решение этого уравнения.


Для определения частных решений 
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При решении квадратного уравнения (2) возможны три случая:

               1. Если корни характеристического уравнения вещественные и различные (
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              2. Если корни характеристического уравнения равные (
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              3. Если корни характеристического уравнения комплексные 
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 то общее решение имеет вид:


[image: image216.wmf](
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Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами. Рассмотрим теперь неоднородное уравнение 
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с постоянными коэффициентами  
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 и с непрерывной правой частью 
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Уравнение с теми же коэффициентами, но с правой частью, равной нулю:   
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      является однородным уравнением, соответствующим неоднородному уравнению.


Для линейных неоднородных уравнений имеют место следующие теоремы, с помощью которых отыскиваются их общие решения.


Теорема 2. Если известно какое-нибудь частное решение 
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 неоднородного уравнения 
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 есть сумма этого частного решения 
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Сформулируем теоремы, при помощи которых находятся частные решения линейных неоднородных уравнений для специальных правых частей.


Теорема 3. Если права часть линейного уравнения с постоянными коэффициентами имеет вид 
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 не является корнем характеристического уравнения, то существует частное решение вида 
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Если же 
[image: image236.wmf]a

является корнем характеристического уравнения кратности 
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В частности, при 
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правая часть является многочленом 
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 не является корнем характеристического уравнения, то существует частное решение вида 
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Если же 
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 является корнем характеристического уравнения кратности 
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, то существует частное решение в виде 
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Теорема 4. Если правая часть линейного уравнения с постоянными коэффициентами может быть представлена в виде
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 не является корнем характеристического уравнения, то существует частное решение вида
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      многочлены степени 
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Если же 
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 является корнем характеристического уравнения кратности 
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, то существует частное решение вида
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Теорема 5. Если 
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Метод Лагранжа ( Метод вариации произвольных постоянных) применяется для отыскания частного решения линейного однородного уравнения 2-го порядка с постоянными коэффициентами, если известно общее решение соответствующего однородного уравнения. Рассмотрим уравнение 2-го порядка  
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Для соответствующего однородного уравнения
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Записывается общее решение 
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было решением уравнения.


Неизвестные функции 
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 определяются из системы уравнений
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Решив систему (2) найдем функции 
[image: image275.wmf](
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где 
[image: image277.wmf]2
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   Дифференциальные уравнения первого порядка. Задача Коши. Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши. Понятие об особых решениях дифференциальных уравнений. Основные классы уравнений интегрируемых в квадратурах.

Модуль №3  «Ряды »
Лекция №9 Числовые ряды. Сходимость и сумма ряда. Необходимый признак сходимости ряда. Достаточные признаки сходимости ряда.
Пусть задана бесконечная последовательность чисел
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Числовым рядом называется составленное из этих чисел выражение
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Числа 
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 называются членами ряда, 
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Конечная сумма
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Если существует конечный предел 
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     называется остатком ряда (после 
[image: image287.wmf]n

-го члена).

Свойства сходящихся рядов.

Теорема 1. Если сходится ряд, получившийся из данного ряда (1) отбрасыванием нескольких его членов, то сходится и сам данный ряд. Обратно если сходится данный ряд, то сходится и ряд, получившийся из данного отбрасыванием нескольких членов. 

Теорема 2. Если ряд 
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 – какое –либо фиксированное число, также сходится и его сумма равна 
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Теорема 3. Если ряды 
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также сходятся и их суммы соответственно равны  
[image: image299.wmf]2
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Необходимый признак сходимости ряда. Если ряд сходится, то его 
[image: image301.wmf]n

-й член стремится к нулю при неограниченном возрастании n: 
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Следствие. Если 
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-й член ряда не стремится к нулю при 
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 , то ряд расходится.        

Достаточные признаки сходимости. 

1. Признаки сравнения. 


Если даны два ряда 
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 с неотрицательными членами, причем члены первого ряда не превосходят соответствующих членов второго ряда:
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то: а) из сходимости второго ряда следует сходимость первого ряда, б) из расходимости первого ряда следует расходимость второго ряда.


Для сравнения часто используют ряды:
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В случае 
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 получим гармонический ряд.

Предельная форма признака сравнения. Если 
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то рассматриваемые ряды одновременно сходятся или расходятся.

Ряды вида 
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. Удобнее при этом использовать признак сравнения в предельной форме.

Сравнение с геометрической прогрессией приводит к простейшем достаточным условием сходимости ряда, известные под названием признаков Даламбера и Коши.

2. Признак Коши. Если для ряда с положительными членами.
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Замечание. Если 
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, то вопрос о поведении ряда остается открытым.

3. Признак  Даламбера. Если в ряде с положительными членами 
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Отношение 
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         остается открытым.

 4. Интегральный признак сходимости ряда. Пусть члены ряда 


[image: image337.wmf]....

....

3

2

1

+

+

+

+

+

n

u

u

u

u

 

        (2)

положительны и не возрастают, т.е.  
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 и пусть f (x) – такая непрерывная невозрастающая функция, что 
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Тогда справедливы следующие утверждения:

если несобственный интеграл 
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 расходится, то расходится и ряд (2).

Лекция №10 Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница 

Ряд называется знакопеременным, если среди его членов имеются как положительные, так и отрицательные.


Если ряд 
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Если ряд 
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, называемый в этом случае абсолютно сходящимся.


Ряд 
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, где все 
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, называется знакочередующимся.
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то такой ряд сходится.


Ряд, удовлетворяющий указанным условиям, называется рядом Лейбница. Остаток


[image: image353.wmf](

)

(

)

....

1

1

2

1

1

+

-

+

-

=

+

+

+

n

n

n

n

n

a

a

r


ряда Лейбница имеет знак своего первого члена и меньше его по абсолютной величине, т.е.
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Это неравенство удобно использовать для оценки погрешности, получаемой при замене суммы 
[image: image355.wmf]S

 ряда Лейбница ее приближенным значением
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Теорема 1. Если ряд сходится абсолютно то, он остается абсолютно сходящимся при любой перестановке его членов. При этом сумма ряда не зависит от порядка его членов. 


Теорема 2.  Если ряд сходится условно, то, какое бы мы ни задали число А, можно так переставить члены этого ряда, чтобы его сумма оказалась в точности равной А. Более того, можно так переставить члены условно сходящегося ряда, чтобы ряд, полученный после перестановки, оказался расходящимся.


Лекция №11 Функциональные ряды и область сходимости рядов. Степенные ряды и радиус, интервал сходимости степенного ряда.

              Пусть задана последовательность функций
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имеющих общую область определения. Функциональным рядом называется составленное из этих функций выражение 
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Для каждого значения 
[image: image359.wmf]0
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 из этой области функциональный ряд обращается в числовой ряд


[image: image360.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

.....

.....

1

0

0

0

2

0

1

å

¥

=

=

+

+

+

+

n

n

n

x

u

x

u

x

u

x

u


Если последний числовой ряд сходится, точка 
[image: image361.wmf]0
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 называется точкой сходимости функционального ряда. Множество всех точек сходимости называется областью сходимости функционального ряда. 
Область сходимости функционального ряда нередко удается найти с помощью известных нам признаков сходимости.


Степенным рядом называется ряд вида
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где 
[image: image363.wmf]n
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-числа, называемые коэффициентами степенного ряда (некоторые из них могут быть нулями).

При 
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 степенной ряд имеет вид 
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Этот ряд всегда сходится при 
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. Если же он сходится в точке 
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, то существует число 
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 такое, что при всех 
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 степенной ряд сходится, при всех 
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 он расходится. Это число 
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 называют радиусом сходимости, интервал 
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- интервалом сходимости. Если степенной ряд сходится на всей числовой оси, полагают 
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В концах интервала сходимости степенной ряд может как сходиться, так и расходиться, внутри интервала сходимости степенной ряд всегда сходится абсолютно. На любом отрезке, принадлежащем интервалу сходимости, степенной ряд сходится. Одним из способов определения радиуса сходимости степенного ряда является применение признаков Даламбера и Коши.

Теорема 1. (Теорема Абеля). 1) Если степенной ряд сходится при некотором значении 
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, не равном нулю, то он абсолютно сходится при всяком значении 
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, для которого [image: image378.wmf]0

x

x

<

.

Если ряд расходится при некотором значении 
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, то он расходится при всяком 
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, для которого 
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Теорема Абеля позволяет судить о расположении точек сходимости и расходимости степенного ряда. 

Существует такое число 
[image: image382.wmf]R

, что при 
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 мы имеем точки абсолютной сходимости и при 
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-  точки расходимости.

Теорема 2. Областью сходимости степенного ряда является интервал с центром в начале координат.

Интервалом сходимости степенного ряда называется такой интервал от 
[image: image385.wmf]R
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 до 
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, что для всякой точки 
[image: image387.wmf]x

, лежащей внутри этого интервала, ряд сходится и притом абсолютно, а для точек 
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, лежащих вне его, ряд расходится. Число 
[image: image389.wmf]R

 называют радиусом сходимости степенного ряда.

На концах интервала вопрос о сходимости или расходимости данного ряда решается индивидуально для каждого конкретного ряда. 

Радиус сходимости степенного ряда находиться по формуле.
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Следствие.  На всяком отрезке, целиком лежащем внутри интервала сходимости сумма степенного ряда есть непрерывная функция.

Лекция №12 Ряды Тейлора и Маклорена Разложение элементарных функций в ряд Тейлора. Применение ряда Тейлора.
Если функция 
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 имеет на некотором интервале, содержащем точку 
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, производные всех порядков, то к ней может быть применена формула Тейлора



[image: image394.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

n

n

n

R

a

x

n

a

f

a

x

a

f

a

x

a

f

a

f

x

f

+

-

-

+

+

+

-

+

-

+

=

-

-

1

1

2

!

1

....

!

2

'

'

'


где 
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Если для некоторого значения 
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, то в пределе формула Тейлора превращается для этого значения 
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 в ряд Тейлора:
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В частности, при 
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 имеем
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Таким образом, функция 
[image: image407.wmf](
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 может быть разложена в ряд Тейлора для рассматриваемого значения 
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, если:

она имеет производные всех порядков;

остаточный член 
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 для рассматриваемого значения.

Разложения в ряд Тейлора по степеням x элементарных функций 
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Применение ряда Тейлора. Интегралы иногда бывает удобно вычислять с помощью рядов.

Многие практически нужные определенные интегралы не могут быть вычислены с помощью формулы Лейбница-Ньютона, ибо ее применение связано с нахождением первообразной, часто не выражаемой в элементарных функциях.

Если, однако, подынтегральная функция разлагается в степенной ряд, а пределы интегрирования принадлежат интервалу сходимости этого ряда, то приближенное вычисление интеграла оказывается осуществимым с наперед заданной точностью.


Пример:      1. 
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Здесь первообразная от 
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не является элементарной функцией. Для вычисления этого интервала разложим подынтегральную функцию в ряд, заменяя в разложение 
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 рядом Маклорена:
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Интегрируя от 
[image: image422.wmf]0

 до 
[image: image423.wmf]a

, получим
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Модуль №4  «Элементы теории функций комплексного переменного и операционное исчисление»

Лекция №13   Основные элементарные функции и их свойства. Производная функции комплексного переменного. Условие Коши-Римана. Аналитические функции. Интегрирование по комплексному переменному. Теорема Коши. Решение дифференциальных уравнений.

Комплексным числом 
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 называется упорядоченная пара 
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 действительных чисел, записанных в виде 
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Число 
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 называется действительной частью комплексного числа 
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Например,  у комплексного числа  
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[image: image436.wmf]2

a

=

 является действительной частью числа 
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Если 
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 называется чисто мнимым, если 
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 отождествляется с действительным числом.

Запись числа  
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в виде 
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называют алгебраической формой комплексного числа.

Два комплексных числа 
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 называются равными тогда и только тогда, когда равны их действительные части и равны их мнимые части, т.е.
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Два комплексных числа 
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, отличающиеся только знаком мнимой части называются сопряженными.

Например,  комплексное число 
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Всякое комплексное число 
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Плоскость, на которой изображаются комплексные числа называется комплексной плоскостью. Ось абсцисс называется действительной осью, а ось ординат называется – мнимой.
Сложение, вычитание и умножение комплексных чисел, заданных в алгебраической форме, выполняются по правилам сложения, вычитания и умножения двучленов вида 
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Деление комплексных чисел  выполняется по формуле:
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где  
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комплексное число, сопряженное числу  
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Производная функции комплексного переменного определяется, как и производная в действительной области:
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Используя это определение и свойства пределов, несложно убедиться в справедливости следующих правил дифференцирования.

1. Сумма и произведение дифференцируемых в точке функций,  есть функция и справедливы равенства:
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2. Частное дифференцируемых в точке функций, при условии, что знаменатель в точке не равен нулю, есть дифференцируемая в этой точке функция:
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3. Сложная функция 
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, если в этой точке дифференцируема функция 
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 имеет место формула:
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Для элементарных функций комплексного переменного справедливы формулы дифференцирования, установленные для действительных значений аргумента. 
Например, рассмотрим функцию 
[image: image484.wmf](
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, принадлежащей комплексной области, записываем:
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Предел существует для любой точки 
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, принадлежащей комплексной области и
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Аналогично можно получить:  
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 - действительное число).

Если 
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, т.е. 
[image: image492.wmf](

)

(

)

z

f

y

x

u

Re

,

=

 и 
[image: image493.wmf](

)

(

)

z

f

y

x

v

Im

,

=

, 
то справедливы следующие утверждения:

1. Если функция 
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 дифференцируема в точке, то в этой точке существуют частные производные ее действительной и мнимой частей
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 и выполняется условие Коши-Римана:
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2. Если 
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 (имеют непрерывные частные производные в этой точке) и выполняется условие Коши-Римана, то функция  
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 дифференцируема в точке 
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3. Производная дифференцируемой функции может быть записана по одной из формул:
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Модуль №5  «Элементы теории вероятностей»

 Лекция №14   Классическое и статическое определения вероятности. Геометрическая вероятность. Определение условной вероятности. Независимость событий. Теорема о полной вероятности. Формулы Байеса. Схема Бернулли. Предельные теоремы Муавра-Лапласа и Пуассона.


Наблюдаемые нами события (явления) можно подразделить на три вида: достоверные, невозможные и случайные. 
Достоверным называют событие, которое обязательно произойдет, если будет осуществлена определенная совокупность условий S. Невозможным называют событие, которое заведомо  не произойдет, если будет осуществлена совокупность условий   S. Случайным называют событие, которое при осуществлении совокупности условий S может либо произойти, либо не произойти. Например, если брошена монета, то она может упасть так, что сверху будет либо герб, либо надпись. Поэтому, событие «при бросании монеты выпал герб»- случайное. Случайные события обозначают прописными  буквами латинского алфавита A, B, С…. .  


Каждое случайное событие, в частности - выпадение герба, есть следствие действия очень многих случайных причин ( в нашем примере: сила, с которой брошена монета, форма монеты и многие другие.) Невозможно учесть влияние на результат всех этих причин, поскольку число их очень велико и законы этих их действия неизвестны. Поэтому, теория вероятностей не ставит перед собой задачу предсказать, произойдет единичное событие или нет, - она не в силах это сделать.


Дело обстоит по иному, если рассматривать случайные события, которые могут многократно наблюдаться при осуществлении одних и тех же условий  S, т.е. если речь идет о массовых однородных случайных событиях. Достаточно большое число однородных случайных событий, независимо от их конкретной природы, подчиняется определенным закономерностям. Установлением этих закономерностей и занимается теория вероятности.


Предметом теории вероятностей является изучение вероятностных закономерностей массовых однородных случайных событий. 


 В дальнейшем вместо того, чтобы говорить  «совокупность условий S осуществлена » будем говорить кратко  «произведено испытание». Таким образом, событие будем рассматривать как результат испытания.

  
Например, стрелок стреляет по мишени, разделенной на четыре области. Выстрел – это испытание. Попадание в определенную область мишени – событие.


Виды событий. События называют несовместными, если появление одного из них исключает появление других событий в одном и том же испытании. Например, брошена монета. Появление герба исключает появление надписи. События «появился герб» и «появилась надпись»- несовместные.


События называют единственно возможными, если появление в результате испытания одного и только одного их них является достоверным событием. Например, стрелок произвел выстрел по цели. Обязательно произойдет одно из следующих двух событий: попадание и промах. Эти события единственно возможные.


События называют равновозможными, если есть основания считать, что ни одно из этих событий не является более возможным, чем другие. Например, появление герба и появление надписи при бросании монеты есть события равновозможные, так как предполагается, что монета изготовлена из однородного материала, имеет правильную цилиндрическую форму и наличие чеканки не оказывает влияния на выпадение той или иной стороны монеты.   


Классическое определение вероятности. Вероятность является одним из основных понятий теории вероятностей. Рассмотрим пример. Пусть в урне содержится 6 одинаковых, тщательно перемешанных шаров, причем 2 из них – красные, 3 –синие и 1- белый. Возможность вынуть наудачу из урны цветной шар (красный или синий) больше, чем возможность извлечь белый шар. Эта возможность характеризуется числом, которое называют вероятностью события.


Дадим количественную оценку возможности того, что взятый наудачу шар будет цветным.  Появление цветного шара будем рассматривать в качестве события А: А – появление цветного шара. Каждый из возможных результатов испытания (испытание состоит в извлечении шара из урны), т.е. каждое событие, которое может наступить в испытании, назовем элементарным исходом. Элементарные исходы обозначим через 
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-появился белый шар; 
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- появился красный шар; 
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- появился синий шар. Эти исходы единственно возможны (обязательно появится один шар) и равновозможны (шар вынимают наудачу, шары одинаковы и тщательно перемешаны).


Те элементарные исходы, при которых интересующее нас событие наступает, называются благоприятствующими этому событию. В примере, 5 исходов благоприятствуют событию А : 
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Отношение числа благоприятствующих событию А  элементарных исходов к их общему числу называют вероятностью события А и обозначают Р(А)  .В примере, всего элементарных исходов -6, из них 5 благоприятствуют событию А.  Следовательно , вероятность того, что взятый шар окажется цветным, равна 
[image: image515.wmf]6
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Определение 1. Вероятностью  события А называют отношение числа благоприятствующих этому событию исходов к общему числу всех единственно возможных и равновозможных элементарных исходов испытания.


Вероятность события А определяется формулой: 
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где m-число элементарных исходов, благоприятствующих событию А, n-число всех возможных элементарных исходов испытания. Здесь предполагается, что элементарные исходы единственно возможны и равновозможны. 


Из определения вероятности вытекают следующие свойства:

1) Вероятность достоверного события равна единице. 

2) Вероятность невозможно события равна нулю. 

3) Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей. 
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В теории вероятностей используют элементы комбинаторики. Комбинаторика изучает количества комбинаций, подчиненных определенным условиям, которые можно составить из элементов, безразлично какой природы заданного конечного множества. 

Размещения. Если множество состоит из трех элементов 
[image: image518.wmf],
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, то можно образовать множества, состоящие из одного элемента  
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 , или множества, состоящие из двух элементов:
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, причем множества, состоящие из одинаковых элементов, но различающиеся их расположением, считаются разными. 


Тогда из 3-х элементов можно образовать 6 размещений по два элемента.  

Размещением 
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 элементов по 
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элементов без повторений называется множество, состоящие из 
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элементов, выбранных из  
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 элементов и размещенных в определенном порядке, причем два размещения одинаковых 
[image: image527.wmf]k

 элементов, различающихся только расположением элементов, считаются различными: 
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Перестановками  из 
[image: image529.wmf]n

 элементов называются такие размещения  из 
[image: image530.wmf]n

 элементов, которые различаются только расположением элементов:
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Заметим, что удобно  рассматривать 0!, полагая, по определению, 0!=1.

Сочетаниями из  
[image: image533.wmf]n

 элементов по 
[image: image534.wmf]k

в каждом называются такие размещения, каждое из которых содержит   
[image: image535.wmf]k

 элементов  и которые отличаются по меньшей мере одним из элементом, причем размещения, различающиеся только расположением элементов, являются идентичными сочетаниями: 
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Относительной частотой события называют отношение числа испытаний, в которых событие появилось, к общему числу фактически произведенных испытаний. Относительная частота события А определяется формулой:


[image: image537.wmf]()
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 , где m- число появлений события, n –общее число испытаний. 


Сопоставляя определения вероятности и относительной частоты, заключаем: вероятность вычисляют до опыта, а относительную частоту  после опыта.   


Наблюдения показали, что если в одинаковых условиях производятся опыты, в каждом из которых число испытаний достаточно велико, то относительная частота обнаруживает свойство устойчивости. Это свойство состоит в том, что в различных опытах относительная частота изменяется мало (тем меньше, чем больше произведено испытаний), колеблясь около некоторого постоянного числа, которое и есть вероятность появления события. 


Таким образом, если опытным путем установлена относительная частота, то полученное число можно принять за приближенное значение вероятности.  


Статистическая вероятность. «Классическое» определение вероятности предполагает, что число элементарных исходов испытания- конечно. На практике же весьма часто встречаются испытания, число возможных исходов которых - бесконечно. Это обстоятельство указывает на ограниченность классического определения. 


Наиболее слабая сторона классического определения состоит в том, что очень часто невозможно представить результат испытания в виде совокупности элементарных событий. Еще труднее указать основания, позволяющие считать элементарные события равновозможными. Обычно о равновозможности элементарных исходов испытания, заключают из соображения симметрии. Однако задачи, в которых можно исходить из соображений симметрии, на практике встречаются весьма редко. 


По этой причине наряду с классическим определением пользуются также статистическим определением вероятности, принимая за вероятность события относительную частоту или число, близкое к ней. Например, если в результате достаточно большого числа испытаний оказалось, что относительная частота весьма близка к числу 0,4, то это число можно принять за статическую вероятность события
Лекция №15   Определение случайной величины и ее свойства. Непрерывные и дискретные распределения. Математическое ожидание, дисперсия и другие числовые характеристики случайных величин. Закон больших чисел. Неравенство Чебышева и Маркова.

Каждая случайная величина полностью определяется своей функцией распределения. 

В то же время при решении практических задач достаточно знать несколько числовых параметров, которые позволяют представить основные особенности случайной величины в сжатой форме. К таким величинам относятся в первую очередь математическое ожидание и дисперсия.

Математическое ожидание случайной величины
Математическое ожидание - число, вокруг которого сосредоточены значения случайной величины. Математическое ожидание случайной величины 
[image: image538.wmf]x

 обозначается 
[image: image539.wmf](
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Математическое ожидание дискретной случайной величины 
[image: image540.wmf]x

, имеющей распределение 
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называется величина 
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, если число значений случайной величины конечно. 

Если число значений случайной величины счетно, то 
[image: image542.wmf]å
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. При этом, если ряд в правой части равенства расходится, то говорят, что случайная величина 
[image: image543.wmf]x

 не имеет математического ожидания.

Математическое ожидание непрерывной случайной величины с плотностью вероятностей 
[image: image544.wmf](
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. При этом, если интеграл в правой части равенства расходится, то говорят, что случайная величина 
[image: image546.wmf]x

 не имеет математического ожидания.
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Аналогичные формулы справедливы для функций дискретной случайной величины:
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Основные свойства математического ожидания: 

математическое ожидание константы равно этой константе, 
[image: image549.wmf](
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математическое ожидание - линейный функционал на пространстве случайных величин, т.е. для любых двух случайных величин 
[image: image550.wmf]x

 , 
[image: image551.wmf]h

 и произвольных постоянных 
[image: image552.wmf]a

 и 
[image: image553.wmf]b

 справедливо: 
[image: image554.wmf](
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математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий, т.е. 
[image: image555.wmf](
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Дисперсия случайной величины
Дисперсия случайной величины характеризует меру разброса случайной величины около ее математического ожидания.

Если случайная величина 
[image: image556.wmf]x

 имеет математическое ожидание 
[image: image557.wmf]x
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 , то дисперсией случайной величины 
[image: image558.wmf]x

 называется величина 
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)

2

x

x

x

M

M

D

-

=

. 

Легко показать, что 
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Эта универсальная формула одинаково хорошо применима как для дискретных случайных величин, так и для непрерывных. Величина 
[image: image561.wmf]2
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 для дискретных и непрерывных случайных величин соответственно вычисляется по формулам
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Для определения меры разброса значений случайной величины часто используется среднеквадратичное отклонение 
[image: image563.wmf]sx

, связанное с дисперсией соотношением 
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Основные свойства дисперсии: 

дисперсия любой случайной величины неотрицательна, 
[image: image565.wmf]0

³

x

D

; 

дисперсия константы равна нулю, 
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для произвольной константы 
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дисперсия суммы двух независимых случайных величин равна сумме их дисперсий: 
[image: image568.wmf](
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Моменты 
В теории вероятностей и математической статистике, помимо математического ожидания и дисперсии, используются и другие числовые характеристики случайных величин. В первую очередь это начальные и центральные моменты. 

Начальным моментом k-го порядка случайной величины 
[image: image569.wmf]x

 называется математическое ожидание k-й степени случайной величины 
[image: image570.wmf]x

 , т.е. 
[image: image571.wmf]k
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Центральным моментом k-го порядка случайной величины 
[image: image572.wmf]x

 называется величина 
[image: image573.wmf]k
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, определяемая формулой 
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Заметим, что математическое ожидание случайной величины - начальный момент первого порядка, 
[image: image575.wmf]x
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 , а дисперсия - центральный момент второго порядка, 
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Существуют формулы, позволяющие выразить центральные моменты случайной величины через ее начальные моменты, например:
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Если плотность распределения вероятностей непрерывной случайной величины симметрична относительно прямой 
[image: image578.wmf]x
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 , то все ее центральные моменты нечетного порядка равны нулю.

Асимметрия
В теории вероятностей и в математической статистике в качестве меры асимметрии распределения является коэффициент асимметрии, который определяется формулой 
[image: image579.wmf](
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 - центральный момент третьего порядка, 
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- среднеквадратичное отклонение.

Эксцесс
Нормальное распределение наиболее часто используется в теории вероятностей и в математической статистике, поэтому график плотности вероятностей нормального распределения стал своего рода эталоном, с которым сравнивают другие распределения. Одним из параметров, определяющих отличие распределения случайной величины 
[image: image582.wmf]x

 , от нормального распределения, является эксцесс.

Эксцесс
[image: image583.wmf]g

 случайной величины 
[image: image584.wmf]x

 определяется равенством 
[image: image585.wmf](
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Среднее геометрическое и среднее гармоническое 
Среднее гармоническое и среднее геометрическое случайной величины - числовые характеристики, используемые в экономических вычислениях.

Средним гармоническим случайной величины, принимающей положительные значения, называется величина 
[image: image586.wmf]1
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Например, для непрерывной случайной величины, распределенной равномерно на 
[image: image587.wmf][
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, среднее гармоническое вычисляется следующим образом:
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Средним геометрическим случайной величины, принимающей положительные значения, называется величина 
[image: image591.wmf](
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Название “среднее геометрическое” происходит от выражения среднего геометрического дискретной случайной величины, имеющей равномерное распределение 
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Среднее геометрическое, вычисляется следующим образом:
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т.е. получилось традиционное определение среднего геометрического чисел a1, a2, …, an.

Рассмотрим 
[image: image594.wmf]n

 взаимно независимых случайных величин 
[image: image595.wmf]n
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, которые имеют одинаковые распределения, а, следовательно, и одинаковые числовые характеристики (математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое отклонение и другие).
Обозначим через 
[image: image596.wmf]X

среднее арифметическое рассматриваемых случайных величин:
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Установим связь между числовыми характеристиками среднего арифметического 
[image: image598.wmf]X

 и соответствующими числовыми характеристиками отдельно взятой случайной величины.
1. Математическое ожидание среднего арифметического одинаково распределенных взаимно независимых случайных величин равно математическому ожиданию 
[image: image599.wmf]a

 каждой из величин:
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2. Дисперсия среднего арифметического 
[image: image601.wmf]n

 одинаково распределенных взаимно независимых случайных величин в 
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 раз меньше дисперсии 
[image: image603.wmf]D

 каждой из величин:
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3. Среднее квадратическое отклонение среднего арифметического одинаково распределенных взаимно независимых случайных величин в 
[image: image605.wmf]n

 раз среднего квадратического отклонения 
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 каждой из величин:
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Таким образом, мы видим, что среднее арифметическое дает результат более надежный, чем отдельные измерения, и что с увеличением числа измерений надежность этого результата возрастает.

Теорема Чебышева. Если 
[image: image608.wmf]n
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– попарно независимые случайные величины, причем дисперсии их равномерно ограничены (не превышают некоторого постоянного числа 
[image: image609.wmf]C

), то, как бы ни было положительное число 
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, вероятность неравенства
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будет как угодно близка к единице, если число случайных величин достаточно велико.
Сущность теоремы Чебышева. Несмотря на то, что отдельные попарно независимые случайные величины могут принимать значения, далекие от своих математических ожиданий, среднее арифметическое достаточно большого числа этих величин с большой вероятностью принимает значения, близкие к определенному постоянному числу – среднему арифметическому их математических ожиданий. Другими словами, хотя отдельные случайные величины могут иметь значительный разброс, их среднее арифметическое рассеяно мало.
Таким образом, среднее арифметическое достаточно большого числа независимых случайных величин (дисперсии которых равномерно ограничены) утрачивает характер случайной величины, а это означает, что если нельзя предсказать, какое возможное значение примет каждая из случайных величин, то можно предвидеть, какое значение примет их среднее арифметическое.

Рассмотрено на заседании кафедры протокол №____от «___»_______201__г.
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